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ΘΕΜΑ Β 
 
B1.  

Έστω 3 2f(x) x x 9x 3      με fD . 

Η  f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 0x 1  , το 0x 1  είναι εσωτερικό του  και η f είναι 

παραγωγίσιμη στο 0x 1 , άρα από θεώρημα Fermat f '(1) 0 . 

Όμως 2f '(x) 3x 2 x 9     , x . 

Άρα 2f '(1) 0 3 1 2 1 9 0 12 2 0 2 12 6                     

 
B2. 

Έχουμε ότι η 3 2f(x) x 6x 9x 3    , με fD  , είναι συνεχής ως πολυωνυμική. 
2f '(x) 3x 12x 9    , x . 

2 2f '(x) 0 3x 12x 9 0 x 4x 3 0 x 1 ή x 3             

Άρα : 

x                          1                            3                         

f (x)  + -         + 

f  

          

 
Αναζητούμε τρεις θετικές ρίζες οπότε θα βρούμε το σύνολο τιμών των διαστημάτων: 

 1 0,1   ,  2 1,3   ,  3 3,    

 Στο  1 0,1   η f  είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής άρα :  

       


    


f

1
x 0

f f 0,1 lim f(x),f(1) 3,1  



 


 

f ή

x 0
lim f(x) f(0) 3  

f(1) 1  

 Στο  2 1,3   η f  είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής άρα : 

       


    


f

2
x 1

f f 1,3 f(3), lim f(x) 3,1  

f(3) 3   



 




f ή

x 1
lim f(x) f(1) 1 

 Στο  3 3,    η f  είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής άρα : 

        
 

      
f

3
xx 3

f f 3, lim f(x), lim f(x) 3,  



 


 

f ή

x 3
lim f(x) f(3) 3  

 

 3 2 3

x x x
lim f(x) lim x 6x 9x 3 lim x
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Επειδή το  10 f A  η εξίσωση f(x) 0  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο    1 0,1 ,1    , 

δηλαδή υπάρχει  1x 0,1  ώστε  1f x 0  και επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο  ,1 , η 

ρίζα είναι μοναδική   1 . 

Όμοια το  20 f A , άρα η εξίσωση  f x 0  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο  2 1,3  , δηλαδή 

υπάρχει  2x 1,3 , ώστε  2f x 0  και επειδή η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  2 1,3  , η ρίζα 

είναι μοναδική  2 . 

Τέλος το  30 f A , άρα η εξίσωση f(x) 0  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο  3 3,   , δηλαδή 

υπάρχει  3x 3,   ώστε  3f x 0  και επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο  3 3,   , η 

ρίζα είναι μοναδική  3 .  

Από  1 ,  2 ,  3 , η εξίσωση  f x 0  έχει ακριβώς τρεις ρίζες θετικές και πραγματικές. 

 
B3.  

3 2f(x) x 6x 9x 3     , x . 
2f '(x) 3x 12x 9    , x . 

 f ''(x) 6x 12  , x . 

 
f ''(x) 0 6x 12 0 6x 12 x 2         

f ''(x) 0 6x 12 0 6x 12 x 2         

f ''(x) 0 6x 12 0 6x 12 x 2         

x    2                       

  
)(xf   -  

0  
+ 

f  
 

Σ.Κ. 
 

Οπότε η f στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω (κοίλη) στο  ,2  και προς τα άνω (κυρτή) στο 

 2, , ενώ το σημείο A(2,f(2))  ή A(2, 1)  είναι σημείο καμπής της fC . 

 
B4. 

Έχουμε g(x) x f(x)   με gD
 
 

H g είναι παραγωγίσιμη με g'(x) 1 f '(x)   , x . 

1 : y f( ) f '( )(x )       , η εφαπτομένη της fC  στο  A ,f( )  . 

Για 0x  : y f( ) f '( )(0 ) y f( ) f '( )             , οπότε η 1ε  τέμνει τον άξονα 'y y στο σημείο 

 0,f( ) f '( )       

2 : y g( ) g'( )(x )       , η εφαπτομένη της gC  στο  B ,g( )  . 

Για 0x  : 

 2 : y g( ) g'( )(0 ) y g( ) g'( ) y f( ) 1 f '( )

y f( ) f '( ) y f( ) f '( )

                       

                
 

Γιατί :    g ξ ξ f ξ   και    ' 1 'g ξ f ξ   

Άρα η 2ε  τέμνει τον άξονα 'y y  στο σημείο Γ. 

Άρα οι 1ε  και 2ε  τέμνονται στον άξονα 'y y  στο σημείο  0,f( ) f '( )      , με  . 
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ΘΕΜΑ Γ 
 
Γ1. H f είναι συνεχής ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων στο ( ,0) . Η f είναι συνεχής ως 

σύνθεση συνεχών στο (0, ) . Η x είναι συνεχής και η 2x x  είναι συνεχής ως πολυωνυμική. 
x

x 0 x 0
lim f(x) lim (e x) 0

  
    

2

x 0 x 0
lim f(x) lim x x 0

  
    

f(0) 0  

Αφού 
x 0 x 0
lim f(x) lim f(x) f(0)

  
  , άρα η f είναι συνεχής στο 0x 0 , δηλαδή η f είναι συνεχής στο 

fD  . 

 
x

x

x 0 x 0 x 0

f(x) f(0) e x x
lim lim lim e 1

x 0 x x    

   
    

  
 

2
x 0

2 x 0

x 0 x 0 x 0 x 0 x 0|x| x

1 1x 1 | x | 1
xf(x) f(0) x x 1xlim lim lim lim lim 1

x 0 x x x x



    




    


 
  

   
     

   

Άρα η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0x 0 . 

      
Γ2.   

 fD  και η f είναι συνεχής, άρα η fC  δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες. 

 

 
  x

x x
lim f(x) lim (e x)  

Ισχύει ότι: x x x x x| e x | e e e x e       , για κάθε x στην περιοχή του   

με x x

x x
lim ( e ) lim e 0
 

   .  

Άρα από το κριτήριο παρεμβολής είναι  x

x
lim e x 0.


    

Επομένως η fC  έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο   την y 0 . 

 




   





    

x
2 x 02

2x x x x
|x| x

1
| x | 1

f(x) x x 1xlim lim lim lim 1 1
x x x x

 

 
   

   

      
      

   

2 2
2 2

2

2 2x x x x

x x x x x x x x x
lim (f(x) x) lim x x x lim lim

x x x x x x
 

x
x 0

x x x
|x| x

2 22

x x 1 1
lim lim lim .

21 11
| x | 1 x 1 1x 1 1

x xx




  


  
 

      
 

  

Άρα η fC  έχει στο   πλάγια ασύμπτωτη την 
1

y x
2

  . 
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Γ3.  Αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει ( ,0)   τέτοιο ώστε 
1

f( )
2

    . 

Θεωρούμε τη συνάρτηση     
1

K(x) f(x) x , x [ ,0].
2

  

Η K είναι συνεχής στο [ ,0]  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων. 

1
K(0) 0

2
    

1 1 1
K( ) f( ) e ( ) 0.

2 2 2

                 

K(0) K( ) 0    

Άρα από το Θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον ( ,0)   τέτοιο ώστε  

1
K( ) 0 f( ) .

2
        

Δηλαδή η fC  τέμνει την ε σε ένα τουλάχιστον σημείο με τετμημένη ( ,0).    

 

Γ4. Έστω σημείο fM(x,y) C y f(x)    για x 0 . 

Ισχύει ότι x '(t) 0  για κάθε t 0.  

x x(t)  και y y(t)  είναι οι συντεταγμένες του σημείου Μ. 

Είναι 2y(t) x (t) x(t)  . Η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0, άρα x(t) 0 . 

Άρα: 

  
  

        
 


x '(t) 0

2 2

x '(t) 2x(t) 11
y '(t) x (t) 2x(t)x '(t) x '(t) x (t) x (t)

2 x (t) x(t) 2 x (t) x(t)
 

 
x '(t ) 0

2 2 22 x (t) x(t) 2x(t) 1 4 x (t) x(t) 4x (t) 4x(t) 1 4x(t) 4x(t) 1 0 1


              

που είναι άτοπο. 

Συνεπώς, δεν υπάρχει χρονική στιγμή 0t 0  τέτοια ώστε 0 0y '(t ) x '(t ) , δηλαδή δεν υπάρχει 

χρονική στιγμή 0t 0  τέτοια ώστε ο ρυθμός μεταβολής της τεταγμένης y του Μ να είναι ίσος με 

τον ρυθμό μεταβολής της τετμημένης x του Μ. 
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ΘΕΜΑ Δ 
 

   f : 0,  παραγωγίσιμη συνάρτηση. 

  F μια παράγουσα της f στο  0, , άρα     F (x) f(x), x 0, .  

 xf(x) 2F(x)lnx (1) , για κάθε x 0 . 

 Η εφαπτομένη της fC  στο  Μ 1,f(1)  είναι παράλληλη στην ε: y 2x , άρα  f (1) 2 . 

 

Δ1. 


    lnx 2lnx lnx lnxlnx ln x

F(x) F(x) F(x) F(x)
g(x) , x 0

x ee e
. 

Η g  είναι συνεχής στο  0,  καθώς εκφράζεται από συνεχείς συναρτήσεις. 

Επίσης η g  είναι παραγωγίσιμη στο  0,  με 

  


    

2 2lnx ln x lnx ln x
lnx lnx(1)

lnx 2 lnx 2 lnx 2

lnx 1
F (x)x F(x)e 2 f(x)x xf(x)e

f(x)x f(x)xx xg (x) 0
(x ) (x ) (x )

. 

Άρα από Συνέπειες Θεωρήματος Μέσης Τιμής η συνάρτηση g  είναι σταθερή. 

 

Δ2.  i)  


  


    

 

f(1) 0

x 1 x 1 x 1

f(x) f(x) f(1)
f(x) f (1)x 1 x 1lim lim lim 2

lnx lnxlnx 1
x 1 x 1

 

Καθώς η (1)  για x=1 γίνεται:  f(1) 2F(1)ln1 0  και  
 

 
  


  

 

0

0

x 1 DL'H x 1 x 1

1
lnxlnx xlim lim lim 1

x 1 1x 1
. 

       ii)  Για κάθε   x 0,  και x 1  η (1)  γίνεται 
xf(x)

F(x)
2lnx

 

Η F είναι συνεχής στο  0,  ως παραγωγίσιμη, αφού είναι πηλίκο παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων, άρα και στο 1. Οπότε 
  

 
       

 x 1 x 1 x 1

xf(x) f(x) x 1
F(1) limF(x) lim lim 2 1

2lnx lnx 2 2
. 

Από ερώτημα Δ1. η g είναι σταθερή, άρα   
lnx

F(x)
g(x) c c

x
 

Για x=1 έχουμε:   
F(1)

c c 1
1

. Επομένως,      lnx

lnx

F(x)
g(x) 1 1 F(x) x , x 0

x
 

 
Δ3. Η F  είναι παραγωγίσιμη στο (0, )  με :

                 
2 2 2ln x ln x ln x ln x ln x 2 ln x 2lnx

F (x) x e e e ln x e
x

 , x 0 . Καθώς  
2ln x 2

e 0
x

 για κάθε 

x 0 , το πρόσημο της F  εξαρτάται μόνο από το πρόσημο της ln x . Έτσι : 
     F (x) 0 lnx 0 x 1 

     F (x) 0 lnx 0 x 1 

      F (x) 0 lnx 0 0 x 1 
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Άρα η F είναι γνησίως φθίνουσα στο (0,1]  και γνησίως αύξουσα στο [1, ) . 

 

Η εξίσωση           2 2 2 2F x F(x) (x 1) F x F(x) (x 1) 0  στο διάστημα (0, )  έχει προφανή 

ρίζα την x 1. 
 

 Αν x 1 τότε 2x x  και F  γνησίως αύξουσα στο [1, ) , άρα       2 2F x F(x) F x F(x) 0  

    και   2(x 1) 0 , επομένως      2 2F x F(x) (x 1) 0 , άρα η εξίσωση      2 2F x F(x) (x 1) 0      

    δεν έχει ρίζα στο (1, ) . 

 Αν  0 x 1 τότε 2x x  και F  γνησίως φθίνουσα στο (0,1) , άρα 

      2 2F x F(x) F x F(x) 0  

    και   2(x 1) 0 , επομένως      2 2F x F(x) (x 1) 0 , άρα η εξίσωση      2 2F x F(x) (x 1) 0      

    δεν έχει ρίζα στο (0,1) . 

 

Τελικά η x 1 είναι μοναδική ρίζα της εξίσωσης      2 2F x F(x) (x 1) 0  στο (0, ) . 

 

Δ4. H F  είναι συνεχής στο [1,e] , επομένως  
e

1
E F(x) dx .  

H F  παρουσιάζει ελάχιστο στο 1 το F(1) 1, άρα    F(x) F(1) F(x) 1 0  για κάθε  x (0, ) . 

Οπότε :   
e e

1 1
E F(x) dx F(x)dx .  

 
2ln x ln xF(x) x e , x 0 .  

Για κάθε x ,  xe x 1 και το " "  ισχύει μόνο για x 0 . Θέτοντας όπου x το 2ln x  έχουμε :  

 
2ln x 2e ln x 1 για κάθε x 0  και το " "  ισχύει μόνο για     2ln x 0 lnx 0 x 1.  

Επομένως :        
2e e e e

ln x 2 2

1 1 1 1
e dx ln x 1 dx ln xdx 1dx  (2) 

                 
e e e e ee

2 2 2

11 1 1 1 1

1
ln xdx (x) ln xdx x ln x x 2lnx dx e 2 lnxdx e 2 (x) lnxdx

x
 

              
ee e

1 11
e 2 xlnx 2 1dx e 2e 2 x e 2e 2 e 2  

    
e e

11
1dx x e 1 

 

Τελικά η σχέση (2) γίνεται :          
2e e

ln x

1 1
E F(x)dx e dx e 2 e 1 E 2e 3 . 

  
 
 
 
 

X  0             1                               

F (x)   - 0 + 

F  
 

 Ελαχ.  


