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 ΘΕΜΑ Β 
 
Β1. 

3 3z i z i− + + = 2  
3 3⇔ − + − =z i z i 2  
3 3z i z i⇔ − + − = 2  (ως γνωστόν z z= ) 

2 3 2 3z i z i⇔ − = ⇔ − = 1  

ο γεωμετρικός τόπος είναι κύκλος με κέντρο ( )0,3Κ  και 1ρ = . 

Β2. 
Εφόσον 3 1z i− =  

( )( )23 1 3 3z i z i z i⇔ − = ⇔ − − = 1 

( )( ) 13 3 3
3

z i z i z i
z i

⇔ − + ⇒⇔ + =
−

 

 



Β3. 
( )213 3

3
w z i z i z i

z i

β

= − + = − / + + // /
−

3  

( )2Rew z z z R= + = ∈  

(Από το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του  το z ( )22 3x y 1+ − = άρα  

άρα 
( )2 23 1y x− = − ≥ 0

1x ≤ ⇒  ( )1 Re 1z− ≤  άρα ≤ ( )2 2 Re 2 2 2z w− ≤ ≤ ⇔ − ≤ ≤ ) 

Β4. 
z w z− =  

( )z w z z z z z z z z− = − + = − − = =/ /  

(από 3 : w z zΒ = + ) 
 
ΘΕΜΑ Γ 
Γ1. 

( ) ( )( ) ( ) ( )1xe f x f x f x xf x′ ′′ ′ ′′+ − = +  

( ) ( ) ( )( )′′ ′′ ′⇔ + − =x x xe f x e f x e xf x  

( )( ) ( )( )′ ′′ ′⇔ − =x xe f x e xf x  

( ) ( )x xe f x e xf x c′ ′− = +  

για , έχουμε 0x = ( ) ( )0 00 0 0e f  e f c′ ′− − +
1c = −   

άρα ( ) ( ) 1x xe f  x e xf x′ ′− = −

( )( ) 1x xf x e x e′⇔ − = − ,∀ ∈x R   
 
Θεωρούμε   ( ) xh x e x= − x R∈   h x( ) 1xe′ −  =

x  −∞                                 0 +∞  
h′  −  +  
h  γν. φθίνουσα γν.αύξουσα 

 
( ) ( )0h x h≥ =1 άρα ( ) 1 0≥ >h x ,∀ ∈x R  

 
Β΄ Τρόπος 

( ) xΗ g x e=  είναι κυρτή στο R , άρα η  είναι πάνω από την εφαπτομένη της στο g ( )0,1Α  
που είναι 1y x= +  εκτός του σημείου επαφής.) 
Επομένως ,1xe x≥ + ∀ ∈x R  και το ‘=’ ισχύει μόνο για 0=x . 
 

Έχουμε λοιπόν ( ) 1x

x

ef x
e x

−′ =
−

,∀ ∈x R  

( ) ( ) ( ) ( )( )ln
x

x
x

e x
f x f x e

e x

′−
x ′′ ′⇔ = ⇔ = −

−
 



( ) ( )ln xf x e x c⇔ = − + ∀ ∈, R  και ( )0 ln1f cx 0c= + ⇔ =  

άρα ( ) ( )ln xf x e x= − ,∀x R  ∈

 
Γ2. 

( ) ( )ln xf x e= − x  

( ) 1x

x

ef x
e x

−′ =
−

 

( ) 0 1 0xf x e x′ = ⇔ − = ⇔ = 0  

Είναι ,0− >xe x ∀ ∈x R  
x  −∞                                 0 +∞  
f ′  −  +  

( ) 0 0′ > ⇔ >f x x  και  

( ) 0 0′ < ⇔ <f x x   f  γν. φθίνουσα γν. αύξουσα 
άρα min για   0x =
το . ( )0 0f =
 
Γ3. 

( ) 1x

x

ef x
e x

−′ =
−

, x R∈  

 άρα ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

1 1 2 1/ /// /− − − − − − + −/ /′′ = =
− −

x x x x x x x x

x x

e e x e e e xe e ef x
e x e x

 

 ( ) ( )
( )2

2 1− −
′′ =

−

x

x

x e
f x

e x
 

 Θεωρούμε την ( ) 2 1= − −x xR x e xe , ( ) ( )2 1x x x xR x e e xe e x′ = − − = −  
 

x  −∞                   1               +∞  
'R  +  −  

 
 

R  γν. αύξουσα γν. φθίνουσα  
 

R  συνεχής και στο ↑ ( ]1 ,1Α = −∞  οπότε ( ) ( ) ( ) ( ]1 , 1 1, 1lim
→−∞

⎛ ⎤Α = =⎜ ⎥⎝ ⎦x
R R x R − −e  

R  συνεχής και στο ↓ [ )2 1,Α = + ∞  οπότε ( ) ( ) ( )( ( ]2 lim , 1 , 1
→+∞

⎤Α = = −⎦x
R R x R ∞ −e

1lim
→−∞ →−∞

= − − = −x x

x x
R x e xe

m x

x
e

→−∞

=

, αφού 

• lim , καθώς:  ( ) ( )2 1

¾ li  2 0

¾ 

( )
1 0li ,. ⎛ ⎞m lim lim limx

x x
xx x x x

x xxe
e ee

∞
∞

− −
−→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

′−
− = − = − =

−′= lim −

→−∞

= +∞
⎝ ⎠

x

x
e⎜ ⎟  

• ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 1lim , καθώς:  lim lim
→+∞ →+∞ →+∞

⎡ ⎤= − − = − − = −∞ − = −∞⎣ ⎦
x x x

x x x
R x e xe e x

¾ li  και  m x

x
e

→+∞

= +∞ ( )2lim
x

x
→+∞

− = −∞



� ( )10 R A∈  άρα η ( )R x  έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο ( ]1 ,1Α = −∞ , R ↑  άρα μοναδική. 

Έστω 1ρ  η ρίζα στο ( ]1 ,1Α = −∞  
Για κάθε  με  1∈ Αx

( ) ( )1 1 0< ⇔ < =x R x Rρ ρ , άρα ( ) 0′′ <f x  

( ) ( )1 1 0> ⇔ > =x R x Rρ ρ , άρα ( ) 0′′ >f x  

το πρόσημο της ( )R x  είναι πρόσημο της f ′′  αφού ( ) ( ) ( 2−
′′ = ⋅ −x )f x R x e x , δηλαδή 

η R  αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν της ρίζας 1ρ , οπότε το 1ρ  είναι θέση σημείου 
καμπής της fC . 

� ( )20 ∈ R A άρα η ( )R x  έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο [ )2 1,Α = + ∞ , ↓R  άρα 
μοναδική. 
Έστω 2ρ  η ρίζα στο  [ )2 1,Α = + ∞

Για κάθε  με  2∈ Αx

( ) ( )2 2 0< ⇔ > =x R x Rρ ρ , άρα ( ) 0′′ >f x  

( ) ( )2 2 0> ⇔ < =x R x Rρ ρ , άρα ( ) 0′′ <f x  

το πρόσημο της ( )R x  είναι πρόσημο της f ′′ , δηλαδή η R  αλλάζει πρόσημο 
εκατέρωθεν της ρίζας 2ρ , οπότε το θέση 2ρ  σημείου καμπής της fC . 
Επομένως η f  έχει ακριβώς δυο σημεία καμπής.  

 
Γ4. 
Θεωρούμε την ( ) ( )ln xx e x xσυνΦ = − −  

( )xΦ  συνεχής στο 0,
2
π⎡

⎢⎣ ⎦
⎤
⎥

1

ως διαφορά συνεχών. 

( )0 ln1 0συνΦ = − = −  

2ln 0
2 2 2 2

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Φ = − − = >⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

e f
ππ π π πσυν . (Εφόσον η f  από το 1Γ  έχει ελάχιστο το 0 

μόνο για , , 0x = ( ) 0≥f x ∀ ∈x R , για 
2

=x π  άρα 0
2

⎛ ⎞ >⎜ ⎟
⎝ ⎠

f π ). 

( )0
2

⎛ ⎞Φ Φ <⎜ ⎟
⎝ ⎠

π 0 , από Θεώρημα Bolzano η εξίσωση ( ) 0xΦ =  έχει μια τουλάχιστον ρίζα 

στο 0,
2
π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

Επίσης ( ) 1 0−′Φ = + >
−

x

x

ex x
e x

ημ , γιατί 0, 0,
2

⎛ ⎞> ∀ ∈ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

x x πημ , 0,− > ∀ ∈xe x x R  (από Γ1) 

και . 00 1> ⇔ > =xx e e

Άρα Φ  γν.αύξουσα στο 0,
2

⎡
⎢⎣ ⎦

⎤
⎥

π , άρα η ρίζα μοναδική. 

 



ΘΕΜΑ Δ 
Δ1. 

( )
( ) ( ) ( )

2 2
2

2
0 0

1
1

x xt t
x

x

f x e edt f x e dt
e g x t g x t

− −−
= ⇔ − =

+ +∫ ∫  

( ) ( )
2 2

0

1
x t xef x d
g x t

− +

⇔ − = ⇔
+∫ t  

( )
( )

( )
2

0

1
x t xef x d
g x t

− +

− =
+∫ t  

θέτουμε 
 
u x t= +  0t =  u x=  

t x= −  0u =  du dt=  
 

( ) ( )
0 2

1
u

u
x

ef x d
g u

− = ∫ u ⇔  

( ) ( )
2

0

1
x uef x d

g u
− = −∫ u ⇔  

( ) ( )
2

0

1
x ue du f x

g u
+ =∫  

 
 

• Επειδή η ( )g u  συνεχής άρα η ( ) ( )
2ueh u

g u
=  συνεχής άρα ορίζεται η 

( ) ( )
2

0

x uex du
g u

ϕ = ∫  είναι παραγωγίσιμη άρα η f  παραγωγίσιμη με 

( ) ( ) ( )
2

    2
xef x

g x
′ =  

Ομοίως θέτοντας  και με την ίδια διαδικασία 

προκύπτει:

u x t= +

( ) ( )
2

0

1  
x ue du g x

f u
+ =∫

Επειδή η ( )f u συνεχής άρα η ( ) ( )
2uet u

g u
=  συνεχής άρα ορίζεται η 

( ) ( )
2

0

x ueG x du
f u

= ∫  που είναι παραγωγίσιμη άρα η παραγωγίσιμη με g

( ) ( ) ( )
2

       3
xeg x

f x
′ =  

Από  (2) και (3)  ( ) ( )2xe f x g x′=

                     ( ) ( )2xe f x g x′=

( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x′ ′= ⇔  



( )
( )

( )
( ) ( )( ) ( )( )ln ln

f x g x
f x g

f x g x
′ ′ ′ ′= ⇔ = x  

( ) ( ) ( )ln ln       4f x g x c⇔ = +  

• για  η σχέση 0x =
( )

( )
2

2
0

1 x t

x

f x e dt
e g x t

−−
=

+∫  

δίνει: ( ) ( )0

1 0
0 0

f
f

e
−

= ⇔ = 1

=

 

ομοίως  ( )0 1g =
Άρα η (4) δίνει: για  0x =

( ) ( )ln 0 ln 0 ln1 ln1 0f g c c c= + ⇔ = + ⇔  

Άρα ( ) ( ) ( ) ( )ln lnf x g x f x g= ⇔ = x  

 
 
Δ2. 
Από (3) εφόσον ( ) ( )f x g x=  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2x xe eg x f x

f x f
′ ′= ⇔ =

x
 

 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 21 1

2 2 2 2
x xf x f x 2xf x f x e e e c

′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞′⇔ = ⇔ = ⇔ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

+  

                                       0f 〉   
για    προκύπτει  άρα 0x = 0c = ( )2 2xf x e=   

άρα ( ) xf x e=   .x R∈  

 
Δ3. 

( )
1

0 0

ln ln
1lim lim

x

x x x

f x e

f e
x

− −→ →

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1
0

1lim lim lim
u

u
u ux x

x e
ue ue

−

−

→−∞ →−∞→

= = =  

1 1u x
x u

= ⇔ =  

 

( ) ( )
1lim lim lim lim

u u
u u

u u u u

e e e e
u

∞ − −∞
− −

→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

′
−

= = = − = −
′

= −∞  

 
Δ4. 



( ) ( ) 22

1 1

x x
tF x f t dt e dt= =∫ ∫  

(επειδή  άρα 
2

0te 〉
2

1

0t

x

e dt〉∫ 1x〈 ) 

( ) ( )2 2

1 1

0 0 0
x x

t te dt e dt F x x⇔ − 〉 ⇔ 〈 ⇔ 〈 ∀ ∈∫ ∫ 0,1  

( ) ( )
1 1

0 0

F x dx F x dxΕ = = −∫ ∫  

( ) ( ) ( )
1 1

1

0 0
u

x F x dx xF x xF x dx′ ′= − = − +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

= ( ) ( ) 2
1 1

0 0

0 0

11 0
2

x uF F u xe dx e/− / + / + =/ ∫ ∫ du  

2u x=   

2du xdx=  0x =  0u =  
1
2

du xdx=  1x =  1u =  

 

( )1

0

1 1 1 . .
2 2

ue e τ μ⎢ ⎥= = −⎣ ⎦  
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