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Β1.  
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Άρα ο γεωμετρικός τόπος είναι κύκλος με Κ(0,0) ακτίνα ρ=1 και εξίσωση 
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Β2.   
α΄ τρόπος 
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Από Β1 έχω 1 2z = z =1  
Άρα η τελευταία σχέση γίνεται:  
 

1 2 2 1

1 2 2 1

1 ( ) 1 2

0 (1)

− + + =

+ =

z z z z

z z z z

⇔
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Β2.   β΄τρόπος 
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Οι εικόνες των ας είναι Μ1 2,z z 1, Μ2 αντίστοιχα, είναι σημεία του κύκλου 
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Άρα το ΟΜ1Μ2 είναι ορθογώνιο στο Ο. Η απόσταση που ζήταμε είναι 

1 2 1 2( )z z z z+ = − −  
 
Δηλαδή Μ1Μ2’ όπου Μ2’ η εικόνα η συμμετρική του Μ2 ως προς την αρχή των 
αξόνων. 



 
 
Άρα η , άρα το τρίγωνο '
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Β3.  
 Έχουμε:  
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Β4. 
Από τριγωνική ανισότητα έχουμε:  
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Από (1) και (2) έχουμε:   1 4z w≤ − ≤  
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β΄ Τρόπος 
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ΘΕΜΑ Γ 
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Στο ( ]1 0,1Δ = , η συνάρτηση f  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα, άρα 

( ]( ) [ )0,1 1,f = − +∞  

Στο , η συνάρτηση [ )2 1,Δ = +∞ f  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα, άρα 

 [ )( ) [ )1, 1,f +∞ = − +∞

Άρα το  Σύνολο Τιμών της f  είναι ( )( ) [ )0, 1,f +∞ = − = ∞ . 
 
 
Γ2 
 

( )
( )
( )

1 2013

1 2013ln ln
1 ln 2013

1 ln 2012 1

1 ln 1 2012
( ) 2012 (1)

−

−

= ⇔

= ⇔

− = ⇔

− = +

− − =

=

x

x

x e
x e
x x

x x

x x
f x

⇔

⇔

 

 
( ) [ )
( ) [ )

1

2

1,

1,

Δ = − +∞

Δ = − +∞

f

f
 

• , οπότε η εξίσωση (1) έχει μια τουλάχιστον λύση (ρίζα) ( )12012∈ Δf 1x  στο 

 και , άρα ,καθώς η 1Δ (1) 1f = − (1 0,1∈x ) f  είναι γνησίως φθίνουσα η ρίζα 

1x  είναι μοναδική. 
• , οπότε η εξίσωση (1) έχει μια τουλάχιστον ρίζα ( 22012∈ Δf ) 2x  στο  και 

, άρα , καθώς η 
2Δ

(1) 1f = − (2 1,∈ +∞x ) f  είναι γνησίως αύξουσα, η ρίζα 2x  
είναι μοναδική. Άρα η f  έχει δύο θετικές ρίζες.  



 
 
Γ3  
 
Θεωρώντας 
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( ) ( ) ( )( )1 1 1

1 1 1( 2012 2012= − = −x x xh x e f x e e f x , από το Γ2 ερώτημα το 1x  είναι 

λύση της εξίσωσης (1), άρα ( )1 2012f x = ). 

Ομοίως αποδεικνύεται, ότι , άρα και ( )2 2012f x = ( )2 0h x = . 

Από το Θεώρημα Rolle υπάρχει ( )0 1 2,∈x x x  τέτοιο ώστε 
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Δ1.  

Από τη σχέση 
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η f(t) συνεχής   άρα ορίζεται 0∀ >t 1( ) ( ) , 0Φ = >∫ xx f t dt x  
που είναι παραγωγίσιμη. Άρα παραγωγίσιμη είναι και η  Φ(x2-x+1) ως 
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Από Θεώρημα Fermat λοιπόν  
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Από τη σχέση 
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Άρα η f(x) είναι παραγωγίσιμη ως πηλίκο παραγωγίσιμων. Από τη σχέση:  
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Παρατηρούμε ότι: 

0 0
lim ( ) lim (ln )x

x x
f x e x

+ +

−

→ →
= − x  

 

{ 0

0
lim 1x

x
e e

+

−

→
= =   }

0
li  m (ln )
x

x x
+→

− = −∞

 
Άρα  ( )

0
lim
x

f x
+→

= −∞

Για το ζητούμενο όριο: 

( )( ) ( ) ( )2

0

1lim
x

f x
f x

ημ
+→

⎡ ⎤
−⎢ ⎥

⎣ ⎦
f x  θέτουμε ( )u f x=  

 
Άρα το όριο γίνεται: 

2 1lim
u

u
u

ημ
→−∞

⎛ −⎜
⎝ ⎠

u ⎞
⎟  θέτουμε 1 t

u
=  

και το όριο γίνεται: 

( )
( )

0
0

2 20 0

'

20 0

0

1lim lim

1lim lim
2'

1 1 1lim 0 0
2 2

t t

t t

t

t t
t t t

t t t
tt

t
t

ημ ημ

ημ συν

συν

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

→ →

→ →

→

−⎛ ⎞− = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −
= =

−
= ⋅ =

t

 

 
 
 
Δ3 

( ) ( )
x

a

F x f t dt= ∫ ,     0x >

η ( )f t  είναι συνεχής άρα ορίζεται  

η  που είναι παραγωγίσιμη με  ( )F x

( ) ( ) ( )' lxF x f x e x x−= = −n  έτσι 
 

 

 

( ) ( ) 1'' ln 1

1 1ln 1 1 ln 0

x x

x x

F x e x x e
x

e x x e x x
x x

− −

− −

⎛ ⎞= − − + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛− + + − = + − − >⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠
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Θ.Μ.Τ. στο [x, 2x] και [2x,3x] η F συνεχείς στα [x,2x] και [2x,3x] και 
παραγωγίσιμη με F’(x)=f(x)<0  άρα υπάρχουν ξ1 ∈(x,2x) και ξ2∈(2x,3x) ώστε  
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Δηλαδή (αφού x>0) 
F(2x)-F(x)<F(3x)-F(2x) 2F(2x)<F(3x)+F(x)             ⇔
 
 
 
                                                
                                                       
Δ4. 
Ζητάμε ρίζα για την εξίσωση 2F(x)=F(3β)+F(β). 
Θωρούμε R(x)=2F(x)-F(3β)-F(β) η R συνεχής στο [β,2β] 
R(β)=2F(β)-F(3Β)-F(β)=F(β)-F(3β)>0 
(αφού F’(x)=f(x)<0 άρα F ↓ καθώς β<3β (β>0), οπότε F(β)>F(3β) 
R(2β)=2F(2β)-F(3β)-F(β)<0  (από Δ3 για x=β) 
F(β)+F(3Β)>2F(2β) άρα από ΘΒ υπάρχει μια τουλάχιστον ξ∈(β, 2β): 
R(ξ)=0. 
Επίσης R(x)=2F’(x)=2f(x)<0 άρα R↓  άρα το ξ μοναδικό.  
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