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ΠΑΡΑΒΟΛΗ – ΘΕΜΑΤΑ ΕΞΑΣΚΗΣΗΣ 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

1. Έστω 𝛭(𝑥1, 𝑦1) το σημείο επαφής της ζητούμενης εφαπτομένης 휀 με την 𝐶: 𝑦2 = 2𝑥. 

     Έχω 𝒙𝟏 =
𝒚𝟏
𝟐

𝟐
 ,  (1)  (𝑥1, 𝑦1 ≠ 0). 

       Η εξίσωση της 휀 είναι: 𝑦 ∙ 𝑦1 = 𝑥 + 𝑥1  και τέμνει τον 𝑥′𝑥 στο 𝛢(−𝑥1, 0) και τον 𝑦′𝑦    

στο 𝐵(0,
𝑥1

𝑦1
). 

       Ισχύει:      (𝛰𝛢𝛣) = 1 ⇔ 

                 
1

2
∙ |𝑥𝐴 ∙ 𝑦𝐵| = 1⇔ 

                        |−
𝒙𝟏
𝟐

𝒚𝟏
𝟐| = 𝟐  (𝟐) 

          (𝟏) → (𝟐): |−
𝑦1
4

4𝑦1
| = 2⇔ 

                       |𝑦1
3| = 8 = 23   ⇔ 

                               |𝑦1| = 2      
   
⇔ 

                           𝑦1 = ±2 

 

 

 

𝑥 

𝑦 

𝐴 

𝐵 
𝑀 

𝑂 
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 Για 𝑦1 = 2, (1): 𝑥1 = 2  𝜅𝛼𝜄 𝜂   휀: 𝑦 ∙ 2 = 𝑥 + 2    ή     𝑥 − 2𝑦 + 2 = 0 

 Για 𝑦2 = −2, (1): 𝑥1 = 2 𝜅𝛼𝜄 𝜂 휀: 𝑦 ∙ (−2) = 𝑥 + 2  ή  𝑥 + 2𝑦 + 2 = 0 

 

2. Έστω 𝜆 ο σ.δ. της 휀. 

Έχω, 휀: 𝑦 = 𝜆𝑥 + 1. 

Τα 𝛣, 𝛤 είναι λύσεις του συστήματος. 

 

           {
   휀: 𝒚 = 𝝀𝒙 + 𝟏, (𝟏)

      𝐶: 𝒚 = 𝒙𝟐,   (𝟐)
} 

                              (1) → (2): 𝒙𝟐 − 𝝀𝒙 − 𝟏 = 𝟎 (𝟑) 

                     Ρίζες της (3) είναι τα 𝑥𝐵 , 𝑥𝛤 και αφού 𝑥𝛥 = 𝑥𝐵 , 𝑥𝐸 = 𝑥𝛤 , έχω: 

                                 𝒙𝑩 ∙ 𝒙𝜞 = 𝒙𝜟 ∙ 𝒙𝑬 = −𝟏 (𝟒), γινόμενο ριζών της (3). 

  Ισχύουν:    𝛢𝛥⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑥𝛥, −1)  και 𝛢𝛦⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (𝑥𝐸 , −1), οπότε: 

                          𝛢𝛥⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∙ 𝛢𝛦⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑥𝛥 ∙ 𝑥𝐸 + 1 = −1 + 1 = 0  ⇔ 

                                          𝛢𝛥⃗⃗⃗⃗  ⃗ −  𝛢𝛦⃗⃗⃗⃗  ⃗   ⇔ 

                                              𝛥�̂�𝛦 =
𝜋

2
 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

𝑥 

𝑦 

𝐴(0,1) 

𝛣 

𝛤 

𝛥 𝛦 
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3.  α) Αρκεί να δείξω ότι το σύστημα   {
휀: 𝒚 = 𝟐𝒙 + 𝟒, (𝟏)

𝐶: 𝒚𝟐 = 𝟒𝒙, (𝟐)
}   δεν έχει λύσεις στο IR. 

             (1) → (2): (2𝑥 + 4)2 = 4𝑥 ⇔ 

                  4𝑥2 + 12𝑥 + 16 = 0  ή  𝑥2 + 3𝑥 + 4 = 0 

              Η εξίσωση έχει διακρίνουσα 𝛥 = 9 − 16 = −7, οπότε δεν έχει λύσεις στο IR. 

 

 

 

 

 

 

             

 

 

 

 

 

 

 

  

       β) Το σημείο της 𝐶 με την μικρότερη απόσταση από την 휀 είναι εκείνο στο οποίο η 

εφαπτομένη της 𝐶 είναι παράλληλη με την 휀. 

           Έστω 𝑃1(𝑥1, 𝑦1) το σημείο αυτό. Έχω 𝑃1 𝜖 𝐶: 𝑦1
2 = 4𝑥1. 

        Η εξίσωση της εφαπτομένης στο 𝑃1είναι: 𝑦 ∙ 𝑦1 = 2 ∙ (𝑥 + 𝑥1) και έχει σ.δ. 
2

𝑦1
 (𝑦1 ≠ 0) 

             Άρα, 
2

𝑦1
= 𝜆𝜀 = 2 ⇔ 

                           𝑦1 = 1 

              Οπότε, 𝑥1 =
1

4
, δηλαδή 𝑃1 (

1

4
, 1). 

 

𝑥 

𝑦 

𝑂 

𝐶 

휀 
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             Έχω 𝑑(𝑃1,휀) =
( 
1

2
−1+4)

√5
=

7

2√5
=
7√5

10
, η μικρότερη απόσταση 

γ) Έστω 𝛭 (𝑥𝑀, 𝑦𝑀). 

    Θέτω 𝑥𝑀 = 𝜇, οπότε 𝑦𝑀 = 2𝜇 + 4, 𝜇 𝜖 𝐼𝑅 

    Η ΑΒ είναι η πολική του 𝛭 ως προς την 𝐶. Επομένως, η 𝛢𝛣 έχει εξίσωση: 

                                  𝑦 ∙ 𝑦𝑀 = 2(𝑥 + 𝑥𝑀)   ⇔ 

                               𝑦(2𝜇 + 4) = 2𝑥 + 2𝜇 ⇔ 

            (2𝑦 − 2)𝜇 + (4𝑦 − 2𝑥) = 0  ή  (𝒚 − 𝟏)𝝁 + (𝟐𝒚 − 𝒙) = 𝟎 , (𝟑) 

    Αναζητώ σημείο που επαληθεύει την (3) για κάθε 𝜇 𝜖 𝐼𝑅. 

     Είναι εκείνο για το οποίο {
𝑦 − 1 = 0
2𝑦 − 𝑥 = 0

} 

     Άρα, είναι το (2,1) 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

  

 

𝑥 

𝑦 

𝐶 

휀 

𝛭 

𝛢 

𝛣 

(2,1) 
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4.  Θέτω 𝑦𝐴 = 𝛼, έ𝜒𝜔 𝑥𝐴 =
𝑎2

2𝑝
, 𝛿𝜂𝜆𝛼𝛿ή 𝛢 (

𝛼2

2𝑝
, 𝑎) 

 Θέτω  𝑦𝐵 = 𝛽, έ𝜒𝜔 𝑥𝐵 =
𝛽2

2𝑝
, 𝛿𝜂𝜆𝛼𝛿ή 𝛣 (

𝛽2

2𝑝
, 𝛽) 

   με 𝛼 ≠ 𝛽,    𝛼, 𝛽  𝜖  𝐼𝑅∗. 

Η εφαπτομένη στο Α είναι η 휀1: 𝑦 ∙ 𝑦𝐴 = 𝑝(𝑥 + 𝑥𝐴)ή 𝑦 =
𝑝

𝑎
𝑥 +

𝑎

2
 

Η εφαπτομένη στο Β είναι η 휀2: 𝑦 =
𝑝

𝛽
𝑥 +

𝛽

2
 

Έχω 휀1   휀2      ⇔ 

   𝜆1 ∙ 𝜆2 = −1 ⇔ 

  

    
 𝑝2

𝛼𝛽
= −1  ή  𝜶𝜷 = −𝒑𝟐  (1) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

𝑦 

𝑥 

𝐴 

𝐵 

𝑇 
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α) Αρκεί να δείξω ότι π.χ. 𝛦𝛢⃗⃗⃗⃗  ⃗// 𝛦𝛣⃗⃗⃗⃗  ⃗  ⇔ det( 𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 0 

    Έχω, 𝛦𝛢⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (
𝛼2

2𝑝
−
𝑝

2
, 𝛼)  𝜅𝛼𝜄 𝛦𝛣⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (

𝛽2

2𝑝
−
𝑝

2
, 𝛽) 

      Άρα,   

det(𝐸𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐸𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = |
|

𝛼2 − 𝑝2

2𝑝
𝛼

𝛽2 − 𝑝2

2𝑝
𝛽
|
| =

𝛽 ∙ (𝛼2 − 𝑝2) − 𝛼 ∙ (𝛽2 − 𝑝2)

2𝑝
=
𝛼𝛽 ∙ (𝛼 − 𝛽) + 𝑝2(𝛼 − 𝛽)

2𝑝

=
(𝛼 − 𝛽) ∙ (𝛼𝛽 + 𝑝2)

2𝑝
= 0  

   Διότι από την (1):  𝛼𝛽 + 𝑝2 = −𝑝2 + 𝑝2 = 0 

 

β) Το 𝛵 είναι η λύση του συστήματος των 휀1  και 휀2. 

     Έχω:   {
휀1: 𝑦 =

𝑝

𝛼
𝑥 +

𝛼

2
, (2)

휀2: 𝑦 =
𝑝

𝛽
𝑥 +

𝛽

2
, (3)

} 

      (2) − (3): 0 = 𝑝𝑥 (
1

𝛼
−
1

𝛽
) +

1

2
(𝛼 − 𝛽)⇔ 

                 𝑝𝑥
(𝛽−𝛼)

𝛼𝛽
=
1

2
(𝛽 − 𝛼)  

𝛽≠𝛼
⇔   

                𝑥𝑇 =
𝛼𝛽

2𝑝
, 𝜅𝛼𝜄 𝛼𝜑𝜊ύ 𝛼𝛽 = −𝑝2, 𝑥𝑇 = −

𝑝

2
 

       Άρα, το 𝛵 είναι σημείο της ευθείας 𝑥 = −
𝑝

2
 (που είναι η διευθετούσα της παραβολής). 
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5. α) Πρέπει το σύστημα των εξισώσεων των 𝐶 και 휀 να έχει δυο διαφορετικές λύσεις. 

     Έχω: {
𝐶: 𝒚𝟐 = 𝟐𝒙, (𝟏)

휀: 𝒚 = 𝝀𝒙 + 𝟐, (𝟐)
} 

 

     (2) → (1): (𝜆𝑥 + 2)2 = 2𝑥 ⇔ 

   𝝀𝟐𝒙𝟐 + 𝟐(𝟐𝝀 − 𝟏)𝒙 + 𝟒 = 𝟎, (𝟑) 

 

    Για δυο διαφορετικές λύσεις, πρέπει η διακρίνουσα της (3) να είναι θετική. 

    Έχω:  4(2𝜆 − 1)2 − 16𝜆2 > 0 ⇔ 

            4𝜆2 − 4𝜆 + 1 − 4𝜆2 > 0  ⇔ 

                          𝜆 <
1

4
    

 

         Άρα, η 휀 τέμνει την 𝐶 σε δυο σημεία για λ ϵ I𝑅∗, 𝜆 <
1

4
 

 

 

β)  Έχω 𝑥𝛭 =
𝑥𝐵+𝑥𝛤

2
= −

(2𝜆−1)

𝜆2
=
1−2𝜆

𝜆2
  , (4) 

     Επίσης, 𝛭 ϵ 휀: 𝑦𝑀 =
𝜆(1−2𝜆)

𝜆2
+ 2 =

1−2𝜆+2𝜆

𝜆
=
1

𝜆
, (5) 

     Απαλείφοντας το 𝜆 από τις (4) και (5): 𝑥𝑀 =
1

𝜆2
− 2

1

𝜆
= 𝑦𝑀

2 − 2𝑦𝑀 

 

   Άρα, το 𝛭 είναι σημείο της παραβολής 𝑥 + 2𝑦 − 𝑦2 = 0. 

    

 


