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ΑΠΑΝΤΗΣΗ 
 

ΣΥΝΔΥΑΣΤΙΚΟΥ ΘΕΜΑΤΟΣ ΓΙΑ ΤΙΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  
ΒΑΣΙΣΜΕΝΟ ΣΕ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΤΟΥ ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ 

 
 
ΘΕΜΑ Γ         
 

Δίνεται συνεχής συνάρτηση ),0[:f , η οποία είναι δυο φορές παραγωγίσιμη και 

ικανοποιεί τις σχέσεις :   
 

 0)()(  xfxf  για κάθε ),0( x , 

 )()()(2 2 xfxfxf   για κάθε ),0( x , 

 1)1( f    και 

 
2

1

2

1
)(  xxf  για κάθε ),0[ x . 

Γ1.  Να δείξετε ότι : 
2

1
)1( f  και στη συνέχεια να δείξετε ότι : xxf )( , 0x .  

                                                                                                                     
Γ2. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της 

xxf )( , την εφαπτομένη της στο σημείο )1,1(  και τον άξονα x΄x.   

 

Γ3. Να δείξετε ότι υπάρχει )0,1(0 x , ώστε η ευθεία 0xx   να χωρίζει το χωρίο Ω σε δύο 

ισεμβαδικά χωρία.  
 

Γ4. Να βρείτε τη μικρότερη τιμή του 0  ώστε να ισχύει 1)(  xxf   για κάθε ),0[ x .   

 

Γ5. Ένα κινητό   κινείται στην καμπύλη )(xfy   με )(txx   και )(tyy  , 0t .  Καθώς το 

  περνάει από το σημείο )2,4(  η τετμημένη του x  ελαττώνεται με ρυθμό sec/3 cm . Να 

βρείτε το ρυθμό μεταβολής της γωνίας x ˆ , τη χρονική στιγμή που το κινητό Μ 

περνάει από το  . 
    

Γ6. Να βρείτε το σημείο   της fC  που απέχει από το σημείο 







 0,

2

9
 τη μικρότερη απόσταση.  

 

Γ7. Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της fC  στο   είναι κάθετη στην  .  
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Λύση : 
 

Γ1.  0
2
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1
)(

2

1
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1
)(  xxfxxf  (1) για κάθε ),0[ x .  

Έστω 
2

1

2

1
)()(  xxfxg , ),0[ x . Παρατηρούμε ότι 011

2

1

2

1
)1()1(  fg  

Από )1()(0)()1( gxgxg  , για κάθε ),0[ x . 

 η g  παρουσιάζει μέγιστο στο 10 x  

 το 10 x  είναι εσωτερικό του ),0[   

 η g  είναι παραγωγίσιμη στο ),0[  , με 
2

1
)()(  xfxg  

Άρα από Θ. Fermat 
2

1
)1(0)1(  fg . 

Επίσης για κάθε ),0( x  : 
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Από συνέπειες Θ.Μ.Τ. 1
)(

1
)(2 c

xf
xf   (2) για κάθε ),0( x  και 1c .  
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Άρα για ),0( x  :   )()(1)()(2
)(

1
)(2 2 


 xxfxfxf

xf
xf .  

Από συνέπειες Θ.Μ.Τ. 2

2 )( cxxf   (3) για κάθε ),0( x  και 2c . 

01)1()3( 22

2
1




ccf
x

. Άρα για κάθε ),0( x , xxfxxf  )()(2
 (4). 

Όμως 0)( xf  για κάθε ),0( x  και f  συνεχής στο ),0[  , άρα από συνέπειες             

Θ. Bolzano, η f  διατηρεί σταθερό πρόσημο στο ),0(   και επειδή 01)1( f , άρα 

0)( xf  για κάθε ),0( x . Έτσι : xxf  )()4( , ),0( x . Επίσης η f  συνεχής 

στο 00 x , άρα 
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Γ2. Για κάθε 0x , 
x

xf
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)(  . Η εφαπτομένη της fC  στο )1,1(  είναι : 
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 Εμβαδόν ανάμεσα στις :  
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Γ3.  Για να υπάρχει )0,1(0 x  ώστε η ευθεία 0xx   να χωρίζει το χωρίο Ω σε 2 ισεμβαδικά 

χωρία, αρκεί : 
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 1ος τρόπος : 24 , άρα )0,1(
3

63
0 


x  δεκτή ή )0,1(

3

63
0 


x  απορ. 

2ος τρόπος : Έστω 163)( 0

2

0  xxx  και Θ. Bolzano για την )(x  στο ]0,1[ … 
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Γ4. Ζητάμε τη μικρότερη τιμή του 0  ώστε 1)(  xxf   για κάθε 0x .  

      Έστω 1)()(  xxfx  , 0x . Άρα από δεδομένα ισχύει : 0)( x  για κάθε 0x .  
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Άρα η )(x  παρουσιάζει μέγιστο για 24
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Όμως για κάθε 0x , 0)( x . Άρα αρκεί να βρούμε το μικρότερο   ώστε : 
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Δηλαδή η μικρότερη τιμή του λ, ώστε 1)(0)(  xxfx  , είναι 
4

1
 .  

 

Γ5. 4)( 0 tx , 2)( 0 ty , scmtx /3)( 0  , )()( txty   και 
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Γ6.Έστω   fCxfx  )(, , τότε η απόσταση )(  θα είναι :  
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 Η απόσταση )(  γίνεται ελάχιστη, όταν πάρει την ελάχιστη τιμή της η συνάρτηση : 

xxxd 
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x 0  4                 

d   - 0 + 

d  

 

  
Ο.E.   

  

 Δηλαδή η απόσταση )(  γίνεται ελάχιστη, όταν 4x , άρα το ζητούμενο σημείο είναι : 

  )2,4()4(,4  f .  

  

 Γ7. Η εφαπτομένη (ζ) της fC  στο σημείο )2,4(  έχει συντελεστή διεύθυνσης  
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)4(  f . Επίσης ο συντελεστής διεύθυνσης της ΓΝ είναι :  
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